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5 Wurzelgesetze

In diesem Kapitel sind n und m natiirliche Zahlen. Die Wurzelgesetze gelten allgemein fiir
nichtnegative Radikanden (also fiir a > 0 und b > 0) und bei ungeraden Wurzelexponenten
sogar ohne Einschrinkung. Steht b, wie bei der zweiten Variante von Wurzelgesetzt (W3), im
Nenner, muss natlirlich zusétzlich b # 0 gelten. Wir beginnen mit dem Wurzelgesetzt (W1):

(W1)  ®a=a'"
Dieses ist wegen dem Potenzgesetz (P4) klar, denn es gilt: (’{/5)“ = (al/ “)n =al/mn=4

Beispiele:

Ja=a"? (Esgilt:\/_=2\/g)

1/3
VX =x

(W2) a" =a"m

Beispiele:

5[ 1 2
X0 = x10/5 _

0,75 _a75/100 3/4 41,3

a =a =va

i / 12 _1/4 1/2+1/4 4
X Afx = x V2L A e e 43

(W3) Ya-b=%a-3b  bzw. i/%:ﬁ (mit b # 0)

Beispiele:
Yax7 =38-Ax7 =2.4x7

16 16 2

Ya.32=48=2

Teilweises Wurzelziehen:
Das Wurzelgesetz (W3) wird auch beim sogenannten teilweisen Wurzelziechen — wie im

folgenden Beispiel — angewendet: 324 =3/8-3=1323-3=3/23-Y3=2%3
Wir hatten dies bereits im Kapitel Wurzeln mit der Quadratwurzel ( vV =V ) durchgefiihrt.

Das ist das Prinzip beim teilweisen Wurzelziehen: 5/x" -y =x- W
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Diese gilt allgemein fiir x =0 und y = 0 und bei ungeraden n sind sogar negative Zahlen
moglich. Bei Aufgaben zum teilweisen Wurzelziehen sind x und y in der Regel natiirliche
Zahlen, wie oben im Beispiel, oder teils auch positive rationale Zahlen.

Es folgt noch das Wurzelgesetz (W4):

(W4) f3/a ="gfa

Beispiel:

Bemerkung zu einschrinkenden Bedingungen:
In Aufgabenstellungen kann nach einer einschrinkenden Bedingung gefragt werden. Z.B. gilt

Yx* = x nur fiir x > 0, denn fiir z.B. x = -1 steht links 4/(~1)* , was gleich 1 ist und rechts -1.

Die Umformung ¥/x* =x? gilt fiir alle x € R, aber ¥x2 = x¥/3 nur fiir x > 0, da z.B.
(=12 =1, aber (—1)¥/3 =-1. Ix° = x* mit ungeraden n und m gilt dagegen wieder fiir alle
x € R. Ein anderer Aspekt ist, dass bei geraden Wurzelexponenten keine negative Zahl unter

der Wurzel stehen darf bzw. der Radikand nicht negativ sein darf. Fiir Vx5 muss x > 0 gelten,
unabhéngig von der Anwendung von (W2). Bei ungeraden Wurzelexponenten wire dies kein
Problem, denn z.B. gilt fiir n = 3, dass Y—27 = -3, da (-3)* = -27. Bei Vx* = Vx (verwendet
wurde (W2) und x*/2 = +/x, also (W1)) wiren negative x-Werte auf der linken Seite der
Gleichung kein Problem, denn x* > 0 gilt fiir alle x € R, aber auf der rechten Seite wiirde der
Radikand mit einem geraden Wurzelexponenten negativ werden, womit hier x > 0 gelten
muss. Bei den folgenden Aufgaben wird keine Angabe einer Bedingung gefordert.

Aufgaben:

1) Es soll mit Wurzel geschrieben werden:
x13, a1 p¥s, (025

2) Es soll ohne Wurzel (mit rationalem Exponenten) geschrieben werden:

i/; , 3/X9 i 5/X2
3) Ziehe teilweise die Wurzel und fasse, wenn moglich, zusammen:

32, 75, J012, /50000, V45 ++/20, g G027, JxT oy, Yo oF

Losungen:
1) Mit Wurzel:

2) Ohne Wurzel:

1/4 2
A3 = 3 KPS

3) Teilweises Wurzelziehen:

32 =162 =162 =42
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V75 =253 =425-43=5-43
V0,12 = /0,043 = /0,04 -+/3=0,2-4/3

750000 = /100005 =+/10000 - /5 =100-/5

V454420 = 9.5 +445=3.4542.45=5.45
\E:i

2 2

VY = xyt oy =x3 -y xy

3\/a18 b :3\/3'18 b’ -b=2a® b’ 3\/5

Wie wir oben sehen, sollte bei der dritten Wurzel der Exponent durch drei teilbar sein.

Die n-te Wurzel konnen wir zum Lésen von Gleichungen der Form x" = a (mit xeR bzw.
der Grundmenge G = R) verwenden. Wir beginnen mit einem Beispiel:

x*=16 |4

x =4 oder x =-4 (also x; =4 und x, = -4), denn 4> = 16 und (-4)* = 16. L = {-4; 4}

Fiir gerade n gilt: Falls a > 0 ist, existieren zwei Losungen x, ,, = ++/a , also L = {-V/a; Va}.
Wenn a = 0 ist, existiert nur eine Losung (x = 0 bzw. L. = {0}) und wenn a < 0 wire, dann
existiert keine Losung bzw. L = {}. Letzteres trifft auf das folgende Beispiel zu:

x* = -8 hitte keine Losung, d.h.: L= {}

Der Einfachheit halber geben wir die Losungen im Folgenden nur in der Form ,,x = ...* oder
»X12 = ... an, ohne die Schreibweise mit der Losungsmenge zu verwenden.

Zwei weitere Beispiele:

xt=16 |4

x =2 oder x =-2.

Hier gibt es nur eine Losung, da (-2)° = -8. Somit hat die Gleichung x* = -8 die Losung x = -2.

Fiir ungerade n gilt: Die Gleichung x" = a hat genau eine Losung, selbst wenn a negativ ist.
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Aufgaben:

a) x> =-1000
b) x* =81

¢) 2x* +3 =35
d)x®=-1
e)x’° =8

Losungen:

a) X =-1000 |3/
x = /~1000 = ~10

b) x' =81 |4
X = i‘{/ﬁ

Somit ist x = 3 oder x = -3, bzw. x; = 3 und x, = -3.
c) 2x*+3=35 |-3

2x*=32 |:2

x'=16 |‘{/_

Somit ist x = 2 oder X = -2, bzw. x; = 2 und x, = -2.

d) x=-1 |¢

Keine Losung!

e) x?=8 | ()" (Denn es gilt mit (P4): (x*°)*? =x3/55/3 =x' =)

x=8"= i/8_5 = ({/g)s =32 (3. Wurzel, also nur eine Losung.)

Bemerkungen:

5
1) Die Vertauschung V85 = (i/§) wire z.B. bei 1/(—8)? nicht moglich.

2) Wiirden wir eine Potenzfunktion mit geradem Exponenten auf eine Gleichung (d.h., auf
beide Seiten der Gleichung) anwenden, wie z.B. bei

xX2=5 | ()

mit 2 als Exponent, miissten wir eine Probe machen (siche Kapitel Wurzelgleichungen). Bei
Aufgabe ¢) ist dies nicht notig, da bei ,,( )*** die Zahl 5 im Zihler steht, die ungerade ist. Mit
dem Exponenten 5/3 haben wir beide Seiten der Gleichung ,.hoch 5 genommen® und die 3.
Wurzel gezogen. In Aufgabe e) miisste also keine Probe durchgefiihrt werden, wir fiihren sie

aber als Beispiel durch:  32%° = V323 = (W)S =23=8





