
Anwendungsaufgaben zur Vektorrechnung (Abstände bestimmen) 

1) a) Ein Flugzeug fliegt von A(4; 2; 5) nach B(12; 6; 10). In S(10; 10; 4,75) befindet sich die Spitze 
eines Berges. Wie weit fliegt das Flugzeug an dieser vorbei (minimaler Abstand)? 
 
b)  Ein Ballon fliegt durch Koordinaten C(13,2; 18,6; 19) und D(3,2; -1,4; 9). Wie nahe könnte 
theoretisch das Flugzeug dem Ballon kommen (theoretischer minimaler Abstand; dieser muss aber 
nicht dem tatsächlichen minimalen Abstand entsprechen, da die Zeit hier auch eine Rolle spielt und 
mit den obigen Angaben nur der minimale Abstand der Flugbahnen bestimmt werden kann)? 
 
c) Die Ebene E: x – 2y = 4 beschreibt eine Nebelwand.  
(i) Wie ist die Lage der Nebelwand zur Flugbahn des Flugzeuges? 
(ii) Welchen Abstand hat das Flugzeug zur Nebelwand? 
 
2) Zwei Flugzeuge fliegen in gerader Richtung. Die Flugbahn des ersten Flugzeuges lässt sich durch 
die  Gerade 

                                             f1: xሬറ = ൭223൱ + t ∙ ൭ 340,1൱     

 
und die des zweiten Flugzeuges durch die Gerade  
 

                                           f2: xሬറ = ൭4,26,63,1൱ + t ∙ ൭ 340,1൱   

beschreiben. Wie groß ist der Abstand der Flugbahnen? 

 
 
Alle Angaben oben liegen in Kilometern vor.  
  



Lösungen: 

1) a) Geradengleichung der Flugbahn: 

g: xሬറ = 0Aሬሬሬሬሬറ + r ∙	ABሬሬሬሬሬറ     mit   ABሬሬሬሬሬറ = 0Bሬሬሬሬሬറ − A0ሬሬሬሬሬറ . 
         g: xሬറ = ൭425൱ + r ∙ ൭12610−4−2−5൱ 

               g:  xሬറ = ൭425൱ + r ∙ ൭845൱ 

Wir berechnen den Lotfußpunkt von S(10; 10; 4,75) auf g: 

 

Der Vektor von S zu F ist orthogonal zum Richtungsvektor der Geraden g. Da F auf g liegt, muss es ein 
r geben, so dass ൫0Aሬሬሬሬሬറ + r ∙	ABሬሬሬሬሬറ −0Sሬሬሬሬറ൯ orthogonal zu 	ABሬሬሬሬሬറ ist: 
 

                                          ൫0Aሬሬሬሬሬറ + r ∙	ABሬሬሬሬሬറ −0Sሬሬሬሬറ൯ ∙	ABሬሬሬሬሬറ	= 0   (der hintere Malpunkt steht für das   
                                                                                                Skalaprodukt)  

                                  ቌ൭425൱ + r൭845൱ − ൭ 10104,75൱ቍ ∙ ൭845൱ = 0 

                                  ቌ൭ −6−80,25൱ + r൭845൱ቍ ∙ ൭845൱ = 0 

                               -6ÿ8 - 8ÿ4 + 0,25ÿ5 + rÿ(8ÿ8 + 4ÿ4 + 5ÿ5) = 0 

                                     -78,75 + 105t = 0, womit t = 3/4 ist. 

r = 3/4 in g eingesetzt ergibt den Lotfußfunkt, bzw. zunächst dessen Ortsvektor: 

0Fሬሬሬሬറ = ൭425൱ + 3/4 ∙ ൭845൱ = ൭ 1058,75൱ 



Nun muss nur noch der Abstand von S zu F berechnet werden, bzw. die Länge von SFሬሬሬሬറ: 
 หSFሬሬሬሬറห = ඥ(fଵ − sଵ)ଶ + (fଶ − sଶ)ଶ + (fଷ − sଷ)ଶ 

                                                  หSFሬሬሬሬറห = ඥ0ଶ + 5ଶ + (−4)ଶ = √41 ≈ 6,403 

Also beträgt der Abstand ca. 6,403 km. 

b) Wir bestimmen die Gleichung der Gerade h, die die Flugbahn des Ballons beschreibt: 

h: xሬറ = 0Cሬሬሬሬറ + r ∙	CDሬሬሬሬሬറ     mit   CDሬሬሬሬሬറ = 0Dሬሬሬሬሬറ − 0Cሬሬሬሬറ . 
         h: xሬറ = ൭13,218,619 ൱ + r ∙ ൭−10−20−10൱ 

h und g sind nicht parallel, denn die Richtungsvektoren sind keine Vielfachen (oder identisch): 

r ∙ ൭845൱ = ൭−10−20−10൱ 

hat keine Lösung. Also sind die beiden Geraden windschief oder haben einen Schnittpunkt. Wir 
berechnen direkt den Abstand (wenn es einen Schnittpunkt gibt, ist dieser eben gleich 0). 

Es gibt nun zwei Möglichkeiten bei den beiden Geraden g:  xሬറ = aሬറ + r ∙ vሬറ  und h:  xሬറ = bሬറ + s ∙ wሬሬሬറ: 
Möglichkeit 1: Wir lösen das Gleichungssystem  

   (aሬሬሬറ + r ∙ vሬറ − (bሬറ + s ∙ wሬሬሬറ)) ∙ vሬറ = 0 

   (aሬሬሬറ + r ∙ vሬറ − (bሬറ + s ∙ wሬሬሬറ)) ∙ wሬሬሬറ = 0 

nach r und s auf und setzen die Lösung für r in g und die für s in h ein. Damit ergeben sich die beiden 
Lotfußpunkte, deren Abstand gleich dem der beiden Geraden ist. 

Möglichkeit 2: 

Wir bestimmen eine Gleichung der Ebene E, die g enthält und parallel zu h ist: 

E:  xሬറ = aሬറ + r ∙ vሬറ + s ∙ wሬሬሬറ 
Nun bestimmen wir die Hesse Normalform von E und berechnen den Abstand zu einem Punkt von h 
(am einfachsten nimmt man hier den Stützpunkt, dessen Ortsvektor der Stützvektor ist): 

Der Abstand ist dann:   d = ห(bሬറ − aሬറ) ∙ nሬറ/|nሬറ|ห mit nሬറ = vሬറ × wሬሬሬറ. 
                E:  xሬറ = ൭425൱ + r ∙ ൭845൱ + s ∙ ൭−10−20−10൱  ist also parallel zu h und enthält g. 



nሬറ = ൭845൱ × ൭−10−20−10൱ = ቌ4 ∙ (−10) − 5 ∙ (−20)5 ∙ (−10) − 8 ∙ (−10)8 ∙ (−20) − 4 ∙ (−10)ቍ = ൭ 6030−120൱ 

Wir können auch einen kürzeren Normalenvektor nሬറ nehmen z.B. (indem wir den Vektor von oben 
durch 30 dividieren): 

nሬറ = ൭ 21−4൱ 

E: ቌxሬറ − ൭425൱ቍ ∙ ൭ 21−4൱ = 0 ist eine Normalform von E (der Stützvektor von E wurde verwendet). 

|n|ሬሬሬറ = ඥ2ଶ + 1ଶ + (−4)ଶ = √21 

 
Nun können wir über die Hesse Normalform den Abstand des Stützpunktes von h, dessen Ortsvektor  

 ൭13,218,619 ൱ 

ist, zu E bestimmen und damit den Abstand der beiden Geraden: 

d = ቮቌ൭13,218,619 ൱ − ൭425൱ቍ ∙ ൭ 21−4൱ ∙ ଵ√ଶଵቮ	= ቮቌ൭ 9,216,614 ൱ቍ ∙ ൭ 21−4൱ ∙ ଵ√ଶଵቮ = ቚିଶଵ√ଶଵቚ = √21 ≈ 4,58   

Die beiden Flugbahnen haben damit einen Abstand von ca. 4,58 km. 

Oder über die Koordinatenform: 

E: 2x + y – 4z + 10 = 0 

Hier kann nun in ቚଶ୶ା୷ିସ୸ାଵ଴√ଶଵ ቚ  der Stützvektor von h eingesetzt werden, womit sich dasselbe ergibt. 

c) Wir setzen  

               g:  xሬറ = ൭425൱ + r ∙ ൭845൱ 

in E: x – 2y = 4 ein oder wir könnten auch den Normalenvektor nሬറ = ൭ 1−20 ൱ von E mit dem 

Richtungsvektor von g „skalar multiplizieren“ und wenn das Skalarprodukt 0 ist, sind g und E parallel 
(wobei hierbei auch eventuell g in in liegen könnte). 

൭845൱ ∙ ൭ 1−20 ൱ = 8 − 8 + 0 = 0 



 Also parallel. ൭425൱ 	in	E	eingesetzt	ergibt einen Widerspruch, womit g “echt” parallel zu E ist („echt“ 

parallel soll hier heißen, dass g nicht in E liegt und g zu E parallel ist). 

 
Das würde sich auch über das Einsetzen von g (x = 4 + 8r, y = 2 + 4r und z = 5 + 5r) in E ergeben: 

x – 2y = 4 

 4 + 8r – 2ÿ(2 + 4r) = 4 ñ 0 = 4 ist ein Widerspruch fl „echt“ parallel. 

Nun muss nur noch der Abstand eines Punktes von g zu E berechnet werden: 

Das machen wir wieder über die Hesse Normalform (HNF) von E: 

x – 2y – 4 = 0 | : √5   da |nሬറ| = √1 + 4 + 0 = √5 

   ୶ିଶ୷ିସ√ହ = 0 ist HNF als Koordinatengleichung geschrieben. 

   d = ቚ୶ିଶ୷ିସ√ହ ቚ    ist der Abstand eines Punktes (x; y; z) von E. 

Wir setzen den Stützvektor von g ein: 

  d = ቚସିଶ∙ଶିସ√ହ ቚ = ቚିସ√ହቚ ≈ 1,79 

Also beträgt der Abstand des Flugzeugs zur Nebelwand ca. 1,79 km. 

2) 

f1: xሬറ = ൭223൱ + t ∙ ൭ 340,1൱    und    f2: xሬറ = ൭4,26,63,1൱ + t ∙ ൭ 340,1൱   

Die beiden Flugbahnen sind parallel, denn die Richtungsvektoren sind identisch (bei Parallelität 
könnten die Richtungsvektoren allgemein natürlich auch Vielfache sein). 

Damit genügt es, den Abstand eines Punktes P von f2  (z.B. von P(4,2; 6,6; 3,1), was sich aus dem 
Stützvektor ergibt) zu f1 zu berechnen. Hier können wir bei 1a) vorgehen: 

 

                        ቌ൭223൱ + t ∙ ൭ 340,1൱ − ൭4,26,63,1൱ቍ ∙ ൭ 340,1൱ = 0 

                                  ቌ൭−2,2−4,6−0,1൱ + t ∙ ൭ 340,1൱ቍ ∙ ൭ 340,1൱ = 0 

                               -2,2ÿ3 -4,6ÿ4 – 0,1ÿ0,1 + tÿ(3ÿ3 + 4ÿ4 + 0,1ÿ0,1) = 0 

                                     -25,01 + 25,01t = 0, womit t = 1 ist. 



t = 1 in f1 eingesetzt ergibt den Lotfußfunkt, bzw. zunächst dessen Ortsvektor: 

																																														0Fሬሬሬሬറ = ൭223൱ + 1 ∙ ൭ 340,1൱ = ൭ 563,1൱ 

Nun muss nur noch der Abstand von S zu F berechnet werden, bzw. die Länge von PFሬሬሬሬറ: 
                                     หPFሬሬሬሬറห = ඥ(fଵ − pଵ)ଶ + (fଶ − pଶ)ଶ + (fଷ − pଷ)ଶ 

                                     หPFሬሬሬሬറห = ඥ(5 − 4,2)ଶ + (6 − 6,6)ଶ + (3,1 − 3,1)ଶ = √1 = 1 

Also beträgt der Abstand der Flugbahnen 1 km. 

 
Bemerkung: 
Eine Variante gibt es noch, den Abstand zweier Ebenen, z.B. 
E1: 2x – 2y + z =8 und  E2: 2x – 2y + z =10. 

Wenn diese nicht parallel sind, ist der Abstand automatisch 0, da diese sich sonst schneiden. Die 
beiden Ebenen sind parallel, denn die Normalenvektoren sind identisch (können natürlich bei 
Parallelität auch Vielfache sein). Wenn hier noch die rechten Seiten identisch gewesen wären, wären 
diese natürlich identisch und der Abstand wäre 0 (oder allgemein: wenn die komplette Gleichung von 
E1 ein Vielfaches der von E2 wäre, sind diese Ebenen identisch und wenn dies nicht der Fall ist und nur 
die Normalenvektoren Vielfache sind, sind zwei Ebenen, wie oben, „echt“ parallel). 

Jetzt geht es ganz einfach: Wir bestimmen einen Punkt von E2, z.B. P(5; 0; 0). Den findet man ganz 
einfach, da dieser Punkt nur die Gleichung von E2 erfüllen muss (z.B. oben bei E2 y und z Null setzen, 
dann ergibt sich x = 5). 

Normalenvektor von E1: 

nଵሬሬሬሬറ = ൭ 2−21 ൱ 

|n|ሬሬሬറ = ඥ2ଶ + (−2)ଶ + 1ଶ = 3 

 
Wir bringen E1 in die HNF (als Koordinatengleichung): 

                                             2x – 2y + z – 8 = 0 

                                                  ଶ୶ିଶ୷ା୸ି଼ଷ = 0 

Es muss nur noch der Punkt P(5; 0; 0) in  

                                                  d = ቚଶ୶ିଶ୷ା୸ି଼ଷ ቚ  
eingesetzt werden, womit sich der Abstand der beiden Ebenen ergibt:    d = ቚଶ∙ହିଶ∙଴ା଴ି଼ଷ ቚ =2/3 


