
Aufgaben zur Vektorrechnung (Winkel und Skalarprodukt)  

1) Welche der folgenden Vektoren sind orthogonal zueinander? 

aሬ⃑ ൌ ൭
1
4
2

൱,  bሬ⃑ ൌ ൭
െ2
0
1

൱ , c⃑ ൌ ൭
4

െ2
1

൱ , dሬ⃑ ൌ ൭
0
4
0

൱ , eሬ⃑ ൌ ൭
1
1

െ2
൱ 

 

2) Wie muss a gewählt werden, damit die Vektoren aሬ⃑   und  bሬ⃑  orthogonal sind? 

a) aሬ⃑ ൌ ቆ
a
2
1

ቇ,  bሬ⃑ ൌ ൭
2

െ4
2

൱    b) aሬ⃑ ൌ ൭
െ2
a
3

൱,  bሬ⃑ ൌ ൭
5
4

െ2
൱ 

 

3) Gesucht wird der Winkel zwischen den Vektoren aሬ⃑   und  bሬ⃑  : 

a) aሬ⃑ ൌ ൭
2

െ1
2

൱,  bሬ⃑ ൌ ൭
3
4
1

൱    b) aሬ⃑ ൌ ൭
0
1

െ1
൱,  bሬ⃑ ൌ ൭

2
െ1
3

൱ 

4) Wie muss bei der Aufgabe 2a) der Parameter a gewählt werden, damit der Winkel kleiner 

als 90° ist? 

5) a) Wie groß ist der Winkel 𝛼 in der Ecke A des Dreiecks mit A(2|2|0), B(8|2|0), C(5|7|1)?       

                                                           

b) Das Dreiecke sieht in der obigen Skizze gleichseitig aus (jede Seite ist gleich lang). Ist dies 

der Fall und wie groß sind die restlichen Winkel? 

6) Im unteren Quader wird der Winkel gesucht, den die Diagonale ACതതതത  mit der Kante ABതതതത 

einschließt und der,  den die Raumdiagonale AGതതതത  mit der Diagonalen ACതതതത  einschließt.   
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Lösungen: 

1) Welche der folgenden Vektoren sind orthogonal zueinander? 

aሬ⃑ ൌ ൭
1
4
2

൱,  bሬ⃑ ൌ ൭
െ2
0
1

൱ , c⃑ ൌ ൭
4

െ2
1

൱ , dሬ⃑ ൌ ൭
0
4
0

൱ , eሬ⃑ ൌ ൭
1
1

െ2
൱ 

Wie prüfen, ob das Skalarprodukt zwischen je zwei Vektoren gleich 0 ist. Theoretisch müssten wir 5 

über 2 und damit 10 Möglichkeiten prüfen. Beim Betrachten der Vektoren kann man aber schon 

bestimmte Möglichkeiten ausschließen, z.B. könnten die Vektoren dሬ⃑  und eሬ⃑  nicht orthogonal sein.   

Die Vektoren aሬ⃑  und bሬ⃑  sind orthogonal, denn aሬ⃑ ∙ bሬ⃑ ൌ ൭
1
4
2

൱ ∙ ൭
െ2
0
1

൱  = 1 ∙ (-2) + 4 ∙ 0 + 2 ∙ 1 = 0. 

Die Vektoren aሬ⃑  und c⃑ sind nicht orthogonal, denn aሬ⃑ ∙ c⃑ ൌ ൭
1
4
2

൱ ∙ ൭
4

െ2
1

൱ = 4 – 8 + 2 = -2 ് 0. 

Orthogonal sind noch bሬ⃑  und dሬ⃑ , wie auch c⃑ und eሬ⃑ . 

 

2) Wie muss a gewählt werden, damit die Vektoren aሬ⃑   und  bሬ⃑  orthogonal sind? 

a) aሬ⃑ ൌ ቆ
a
2
1

ቇ,  bሬ⃑ ൌ ൭
2

െ4
2

൱   Wir müssen die Gleichung  aሬ⃑ ∙ bሬ⃑  = 0 nach a auflösen: 

ቆ
a
2
1

ቇ  ∙  ൭
2

െ4
2

൱ = 0 ⇔   2a – 8 + 2 = 0  ⇔ 2a – 6 = 0. Damit gilt a = 3. 

b) ൭
െ2
a
3

൱ ∙ ൭
5
4

െ2
൱ = 0 ⇔ -10 + 4a – 6 = 0, was a = 4 ergibt. 

 

3) Gesucht wird der Winkel zwischen den Vektoren aሬ⃑   und  bሬ⃑  : 

a) aሬ⃑ ൌ ൭
2

െ1
2

൱,  bሬ⃑ ൌ ൭
3
4
1

൱     

Es gilt:  

cosሺαሻ ൌ
aሬ⃑ ∙ bሬ⃑

|aሬ⃑ | ∙ หbሬ⃑ ห
 

Wir benötigen: 

aሬ⃑ ∙ bሬ⃑ ൌ ൭
2

െ1
2

൱ ∙ ൭
3
4
1

൱ ൌ 6 െ 4 ൅ 2 ൌ 4,  |aሬ⃑ | = ඥaଵ
ଶ ൅ aଶ

ଶ ൅ aଷ
ଶ = ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 2ଶ = 3 

und หbሬ⃑ ห = ඥbଵ
ଶ ൅ bଶ

ଶ ൅ bଷ
ଶ = √3ଶ ൅ 4ଶ ൅ 1ଶ = √26 . Da aሬ⃑ ∙ bሬ⃑  > 0 ist, ergibt sich ein Winkel unter 90°. 

cosሺαሻ ൌ
ୟሬ⃑ ∙ୠሬሬ⃑

|ୟሬ⃑ |∙หୠሬሬ⃑ ห
ൌ

ସ

ଷ∙√ଶ଺
   womit  α ൌ cosିଵ ቀ

ସ

ଷ∙√ଶ଺
ቁ ൎ 74,84° 
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b) aሬ⃑ ൌ ൭
0
1

െ1
൱,  bሬ⃑ ൌ ൭

2
െ1
3

൱  und hier ist aሬ⃑ ∙ bሬ⃑  = -4 < 0, womit 𝛼 > 90° ist. 

 

Wir erhalten:  α ൌ cosିଵ ൬
ୟሬ⃑ ∙ୠሬሬ⃑

|ୟሬ⃑ |∙หୠሬሬ⃑ ห
൰ ൌ cosିଵ ቀ

ିସ

√ଶ∙√ଵସ
ቁ ൎ 139,11° 

 

4) Wie muss bei der Aufgabe 2a) der Parameter a gewählt werden, damit der Winkel kleiner 

als 90° ist? Hier muss aሬ⃑ ∙ bሬ⃑  größer als 0 sein: 

 

 ቆ
a
2
1

ቇ  ∙  ൭
2

െ4
2

൱ > 0 ⇔   2a – 8 + 2 > 0  ⇔ 2a – 6 > 0, womit a > 3 sein muss. Bei Ungleichungen muss, 

wenn durch eine negative Zahl dividiert wird, das „>“-Zeichen oder auch das „<“-Zeichen umgedreht 

werden, was hier aber nicht der Fall war (siehe https://mathe-total.de/new-MS/Ungleichungen-und-

Textaufgaben.pdf). Für a < 3 wäre der Winkel über 90°.  

5) a) Wie groß ist der Winkel 𝛼 in der Ecke A des Dreiecks mit A(2|2|0), B(8|2|0), C(5|7|1)?       

                                                         

 

Oben sehen wir eine Skizze des Dreiecks. Wir gehen von der Ecke A aus und berechnen die Vektoren, 

die von A aus auf die anderen Eckpunkte B und C zeigen (die Vektoren müssen bei der 

Winkelberechnung beide von der Ecke weg oder beide zur Ecke hin zeigen): 

ABሬሬሬሬሬ⃑ ൌ OBሬሬሬሬሬ⃑ െ OAሬሬሬሬሬ⃑ ൌ ൭
8
2
0

൱ െ ൭
2
2
0

൱ ൌ ൭
6
0
0

൱ 

ACሬሬሬሬሬ⃑ ൌ OCሬሬሬሬሬ⃑ െ OAሬሬሬሬሬ⃑ ൌ ൭
5
7
1

൱ െ ൭
2
2
0

൱ ൌ ൭
3
5
1

൱ 

Danach verwenden wir: 

cosሺαሻ ൌ
ABሬሬሬሬሬ⃑ ∙ ACሬሬሬሬሬ⃑

หABሬሬሬሬሬ⃑ ห ∙ หACሬሬሬሬሬ⃑ ห
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Damit is

              

b) Das D

und wie

Wir seh

gleich la

Im Allge

berechn

damit be

können w

zeigen: 

Ab hier e

die gleic

Hier gilt 

               

st:    

                    

Dreiecke sie

e groß sind d

en schon, d

ang sein und

emeinen mü

nen und bei

eide Vektore

wir BCሬሬሬሬሬ⃑  berec

BCሬሬሬሬ

erkennen wi

he Länge wie

หBሬ

𝛼 ൌ 𝛽, da d

                      

หABሬሬሬሬ

    α ൌ cosି

eht in der Sk

die restliche

dass das Dre

d zwei Seite

üssten wir n

ispielsweise

en auf B zeige

chnen, wom

Cሬሬ⃑ ൌ OCሬሬሬሬሬ⃑ െ OBሬሬሬሬ

r, dass das D

e ACሬሬሬሬሬ⃑ , beide h

BCሬሬሬሬሬ⃑ ห ൌ อ൭
െ3
5
1

ie Seiten a (m

     

Bሬሬ⃑ ห ൌ อ൭
6
0
0

൱อ

หACሬሬሬሬሬ⃑ ห ൌ อ൭
3
5
1

൱

ABሬሬሬሬሬ⃑ ∙ ACሬሬሬሬሬ

ିଵ ൬ ୅୆ሬሬሬሬሬሬ⃑ ∙୅େሬሬሬሬሬ⃑

ห୅୆ሬሬሬሬሬሬ⃑ ห∙ห୅େሬሬሬሬሬ⃑ ห
൰

kizze gleichs

en Winkel?

eieck nicht g

en sind scho

nun wie folg

e β wählen. 

en oder wir d

it beide Vekt

Bሬሬ⃑ ൌ ൭
5
7
1

൱ െ ൭

Dreieck zwar 

haben den B

൱อ ൌ √9 ൅ 2

mit der Läng

ൌ √36 ൅ 0 ൅

൱อ ൌ √9 ൅ 2

Cሬ⃑  = ൭
6
0
0

൱ ∙ ൭
3
5
1

ൌ cosିଵ ቀ
଺∙

seitig aus (j

gleichseitig 

on untersch

gt vorgehen

Wir kenne

drehen den V

toren, über d

൭
8
2
0

൱ ൌ ൭
െ3
5
1

nicht gleichs

Betrag √35 . 

25 ൅ 1 ൌ √3

ge หBCሬሬሬሬሬ⃑ ห)  und

൅ 0 ൌ √36 ൌ

5 ൅ 1 ൌ √35

൱ ൌ 18 

ଵ଼

√ଷହ
ቁ ൎ 59,53

ede Seite is

sein kann, 

hiedlich lang

n: Wir müss

n schon ABሬሬሬሬሬ⃑

Vektor  ABሬሬሬሬሬ⃑  m

die wir den W

൱  und BAሬሬሬሬሬ⃑  = 

seitig ist, abe

Damit müss

35   (und หBAሬሬሬሬሬ⃑

 b (mit der L

 

ൌ 6 

5 

3° 

st gleich lang

denn hier m

g.  

ten einen w

und könnten

mit BAሬሬሬሬሬ⃑  = - ABሬሬሬሬሬ

Winkel berec

- ABሬሬሬሬሬ⃑ ൌ ൭
െ6
0
0

er gleichsche

en wir β nich

A⃑ห ൌ หABሬሬሬሬሬ⃑ ห = 6

änge หACሬሬሬሬሬ⃑ ห) d

g). Ist dies d

müssten alle

weiteren W

n CBሬሬሬሬሬ⃑  berech

Bሬ⃑  herum, dan

chnen, von B

6
൱. 

enklig, denn 

ht berechne

6). 

die Schenkel 

der Fall 

e Seiten 

inkel 

nen, 

nn 

B weg 

BCሬሬሬሬሬ⃑  hat 

n.   
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Wenn da

berechn

Mit α ൅

 

6) Im un

einschli

               

Wir best

 

Wir bere

einschli

ACതതതത  eins

 

as Dreieck ni

en. Hier ist a

β ൅ γ ൌ 18

nteren Quad

eßt und de

                     

timmen erst 

ABሬሬሬሬሬ⃑ ൌ OBሬሬሬሬሬ⃑

echnen die W

eßt, mit α b

schließt, mi

co

icht gleichsch

cosሺβሻ

aber 𝛼 ൌ 𝛽 ൎ

80° ergibt sic

der wird de

r,  den die R

einmal alle V

െ OAሬሬሬሬሬ⃑ ൌ ൭
10
0
1

und 

Winkel: Oben

bezeichnet u

t β.   

osሺαሻ ൌ
Aሬሬሬሬ

หABሬሬሬሬሬ⃑

henklig wäre

ሻ ൌ
୆୅ሬሬሬሬሬሬ⃑ ∙୆େሬሬሬሬሬ⃑

ห୆୅ሬሬሬሬሬሬ⃑ ห∙ห୆େሬሬሬሬሬ⃑ ห
 u

ൎ 59,53°.    

ch γ ൎ  180°

er Winkel ge

Raumdiagon

Vektoren, die

0
൱ െ ൭

4
0
1

൱ ൌ

 AGሬሬሬሬሬ⃑ ൌ OGሬሬሬሬሬ⃑ െ

n wurde der W

nd der Win

Bሬሬ⃑ ∙ ACሬሬሬሬሬ⃑

B⃑ห ∙ หACሬሬሬሬሬ⃑ ห
ൌ

√

α ൌ cos

e, müssten w

und somit β

° – 2 ∙ 59,53°

esucht, den 

nale AGതതതത  mi

e wie benöti

ൌ ൭
6
0
0

൱ ,   ACሬሬሬሬሬ⃑ ൌ

െ OAሬሬሬሬሬ⃑ ൌ ൭
10
4
4

൱

Winkel, den

kel, den die

6 ∙ 6 ൅ 0

√36 ൅ 0 ൅ 0

 

sିଵ ቀ ଷ଺

଺∙√ହଶ
ቁ ൎ

wir β über  

ൌ cosିଵ ൬ ୆ሬ

ห୆ሬሬሬ

° ൌ  60,94°

die Diagon

t der Diago

igen: 

ൌ OCሬሬሬሬሬ⃑ െ OAሬሬሬሬሬ⃑

൱ െ ൭
4
0
1

൱ ൌ

n die Diagon

e Raumdiag

0 ∙ 4 ൅ 0 ∙ 0

∙ √36 ൅ 16

ൎ 33.69° 

୆୅ሬሬሬሬሬሬ⃑ ∙୆େሬሬሬሬሬ⃑

୆୅ሬሬሬሬ⃑ ห∙ห୆େሬሬሬሬሬ⃑ ห
൰  

ale ACതതതത  mit 

nalen ACതതതത  e

ൌ ൭
10
4
1

൱ െ ൭

൭
6
4
3

൱. 

 

nale ACതതതത  mi

onale AGതതതത  m

൅ 0
ൌ

36

6 ∙ √5

 der Kante Aത

einschließt. 

 

൭
4
0
1

൱ ൌ ൭
6
4
0

൱ 

t der Kante

mit der Diag

52
 

ABതതതത 

  

e ABതതതത 

gonalen 
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cosሺβሻ ൌ
AGሬሬሬሬሬ⃑ ∙ ACሬሬሬሬሬ⃑

หAGሬሬሬሬሬ⃑ ห ∙ หACሬሬሬሬሬ⃑ ห
ൌ

6 ∙ 6 ൅ 4 ∙ 4 ൅ 3 ∙ 0

√36 ൅ 16 ൅ 9 ∙ √36 ൅ 16 ൅ 0
ൌ

52

√61 ∙ √52
 

 

β ൌ cosିଵ ቀ ହଶ

√଺ଵ∙√ହଶ
ቁ ൎ 22,59° 

 

In den obigen Skizzen des Quaders wurde dieser gedreht dargestellt. Beim Einzeichnen in das übliche 

Koordinatensystem sieht der Quader wie folgt aus: 
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