
Integralrechnung: Ober- und Untersummen berechnen 

1) Gesucht wird der Wert der Obersumme O4 und U4 (4 Rechtecke) für die Funktionen: 

a) f(x) = 2x²  für das Intervall I = [0 ; 1] 

b) f(x) = x² + 2 für das Intervall I = [0 ; 1] 

c) f(x) = -x² + 4  für das Intervall I = [0 ; 2] 

d) f(x) = 0,1x³  für das Intervall I = [4 ; 8] 

2) Gesucht werden On und Un für die Funktionen und Intervalle aus 1) a) bis c). Für On und Un soll 
auch jeweils der Grenzwert (n Ø ¶) bestimmt werden. 
 
 

Lösungen: 

1) a)     f(x) = 2x²  für das Intervall I = [0 ; 1]: 

         O4:                                         Grafik zu O4  

                       

Breite der Rechtecke:  h = ୠିୟ୬  = ଵି଴ସ  = 1/4 

Stellen für die Obersumme: 1/4, 2∙1/4, 3∙1/4, 4∙1/4  

(Rechter Rand der Intervalle, da die Funktion auf I = [0; 1] streng monoton steigend ist und 

somit rechts jeweils der größere Funktionswert vorliegt.) 

O4 = 1/4∙f(1/4) + 1/4∙ f(2/4) + 1/4∙ f(3/4) +1/4∙ f(4/4) 

      = 1/4∙(f(1/4) + f(2/4) + f(3/4) + f(4/4))    (noch ungekürzt)                                                                                    

                    = 1/4∙(2∙(1/4)² + 2∙ (1/2)² + 2∙(3/4)² + 2∙1²)  = 15/16  



Mit dem Taschenrechner könnte man auch O4 = 1/4∙∑ f(x ∙ 1/4)ସ୶ୀଵ  = 1/4∙	 ∑ 2 ∙ (x ∙ 1/4)ଶସ୶ୀଵ   
berechnen (wenn dieser eine Summentaste besitzt). 

U4:                                        Grafik zu U4            
      

                            

Stellen für die Untersumme: 0, 1/4, 2/4, 3/4   (ungekürzt, damit das Schema zu sehen ist) 

(Linker Rand der Intervalle, da die Funktion auf I = [ 0; 1 ] streng monoton steigend ist und 

somit links jeweils der kleinere Funktionswert vorliegt.) 

 

U4 = 1/4∙(f(0) + f(1/4) + f(2/4) + f(3/4)) 
     = 1/4∙(2∙0²+ 2∙(1/4)² + 2∙ (1/2)² + 2∙ (3/4)²) = 7/16 
 

Mit dem Taschenrechner und der  ∑୶ୀ  Taste: 
 
O4 = 1/4∙	 ∑ f(x ∙ 1/4)ଷ୶ୀ଴  = 1/4∙	 ∑ 2 ∙ (x ∙ 1/4)ଶଷ୶ୀ଴   
 

b)  f(x) = x² + 2 für das Intervall I = [0 ; 1]: 

               O4:                                      Grafik zu O4 

                                                    

O4 = 1/4∙(f(1/4) + f(2/4) +f(3/4) + f(4/4)) 

      = 1/4∙((1/4)² + 2 + (1/2)² + 2 + (3/4)² + 2 + 1² + 2) 



      = 1/4∙(4∙2 + (1/4)² + (1/2)² + (3/4)² + 1²) = 79/32 

Taschenrechner:  O4 = 1/4∙	 ∑ ((1/4 ∙ 	x)ଶସ୶ୀଵ + 2) 
 
U4: 
 
U4 = 1/4∙(f(0) + f(1/4) + f(2/4) + f(3/4)) 
 
     = 1/4∙(0² + 2 + (1/4)² + 2 + (1/2)² + 2 + (3/4)² + 2) = 71/32 
 
 
Taschenrechner:  U4 = 1/4∙	 ∑ ((1/4 ∙ 	x)ଶଷ୶ୀ଴ + 2) 
 
 

c)     f(x) = -x² + 4  für das Intervall I = [0 ; 2]: 
          
               O4:                                         Grafik zu O4  

             

Breite der Rechtecke:   h = ୠିୟ୬  = ଶି଴ସ  = 1/2 

Hier muss für die Berechnung der Obersumme jeweils der Funktionswert am linken Rand 
verwendet werden, denn die Funktion ist auf I = [0; 2] streng monoton fallend. 

O4 = 1/2∙(f(0) + f(1/2) + f(2/2) + f(3/2)) 
 
     = 1/2∙((-0² + 4) + (-(1/2)² + 4) + (-1² + 4) + (-(3/2)² + 4))  =  25/4 
 
Die zweite Klammer im Inneren wurde zur besseren Übersicht gesetzt, man hätte auch direkt 
1/2∙(-0² + 4 -(1/2)² + 4 -1² + 4 -(3/2)² + 4) schreiben können. 
 
Mit dem Taschenrechner:     O4 = 1/2∙	 ∑ (−(x ∙ 	1/2)ଶଷ୶ୀ଴ + 4) 

 

 

 



 
               U4:                                          

  U4 = 1/2∙(f(1/2) + f(2/2) + f(3/2) + f(4/2)) 
 

     = 1/2∙((-(1/2)² + 4) + (-1² + 4) + (-(3/2)² + 4) + (-2² + 4) )  = 17/4 
 

Oder mit dem Taschenrechner:     U4 = 1/2∙	 ∑ (−(x ∙ 	1/2)ଶସ୶ୀଵ + 4) 

 

d)          f(x) = 0,1x³  für das Intervall I = [4 ; 8]: 
 
               O4:                                                Grafik zu O4  

                

 Breite der Rechtecke:  h = ୠିୟ୬  = ଼ିସସ  = 1 

O4 = 1∙(f(5) + f(6) + f(7) + f(8)) 
     = 0,1∙53 + 0,1∙63 + 0,1∙73 + 0,1∙83    (0,1 hätten auch ausgeklammert werden können)   
     = 119,6                                                             
      
 
Taschenrechner:  O4 = 1∙	 ∑ 0,1 ∙ (x ∙ 1)ଷ୶଼ୀହ   = ∑ 0,1 ∙ xଷ୶଼ୀହ    
 
      oder O4 = 1∙	 ∑ 0,1 ∙ (4 + x ∙ 1)ଷସ୶ୀଵ    
 

               U4:                                          

 
U4 = 1∙(f(4) + f(5) + f(6) + f(7)) 
     = 0,1∙43 + 0,1∙53 + 0,1∙63 + 0,1∙73     
     = 74,8 

 



  Taschenrechner:   U4 = 	 ∑ 0,1 ∙ xଷ଻୶ୀସ   oder  U4 = 	 ∑ 0,1 ∙ (x + 4)ଷଷ୶ୀ଴  

 

 Allgemein gilt: 

 On =h∙  ∑ f(a + h ∙ x)୬୶ୀଵ  

 (bei streng monoton steigender Funktionen auf I) 

 I = [a; b] 

 h =  ୠିୟ୬  

 
 
 

2)  a)  f(x) = 2x²  für das Intervall I = [0 ; 1]: 

Breite der Rechtecke:  h = ୠିୟ୬  = ଵି଴୬  = 1/n 

 
              Stellen für die Obersumme:  1∙1/n, 2∙1/n, 3∙1/n, …, n∙1/n 

 
On  = 1/n∙ (f(1/n) + f(2/n) + … + f(n/n)) 

      = 1/n∙ (2∙ (1/n)² + 2∙ (2/n)² + … + 2∙ (n/n)²) 

      = 1/n∙ (2∙ (1/n)² + 2∙ (2∙1/n)² + … + 2∙ (n∙1/n)²) 

      = 1/n∙ 2∙ (1/n)² ∙ (1 + 2²+ 32 + … + n²)    da   (i ∙ 1/n)² = i²∙(1/n)² 

         = 2/n3∙(1+2²+3²+…+n²) 

 Mit der Summenformel 1²+2²+3²+…+n² = 1/6∙n∙(n+1) ∙(2n+1) ergibt sich: 

 On = ଶ୬³ ∙ ୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺  

       =  ୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)ଷ୬³  =  (୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)ଷ୬²  

 
Stellen für die Untersumme:  0∙1/n, 2∙1/n, 3∙1/n, …, (n-1)∙1/n 

 
Un = 1/n∙(f(0) + f(1/n) + f(2∙1/n) + … + f((n-1) ∙1/n)) 

      = 1/n∙(2∙0² + 2∙(1/n)² + 2∙(2∙1/n)² + … + 2∙((n-1) ∙1/n)²) 

      = 1/n∙2∙(0² + (1/n)² + (1/n)²∙2² + (1/n)² ∙3² + … + (n-1)² ∙(n-1)²) 



      = 1/n∙2∙(1/n)² ∙(0²+1+2²+3²+…+(n-1)²) 

      = 2/n³∙(1+2²+3²+…+(n-1)²) 

Nun benötigen wir eine Summenformel für 1²+2²+…+(n-1)² 

Es gilt:  1²+2²+…+n² = ୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺  

Hier müssen wir nur für „n“ den Term „n-1“ einsetzen: 

1²+2²+…+(n-1)² =  (୬ିଵ)∙(୬ିଵାଵ)∙(ଶ∙(୬ିଵ)ାଵ)଺  

    = 	(୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଶାଵ)଺  

    =		(୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)଺  

Es folgt mit der Summenformel: 

Un = 2/n³∙ (୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)଺  

      = (୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)ଷ୬³  = (୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)ଷ୬²  

 

Wir führen nun den Grenzübergang n → ∞ durch: 

On = (୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)ଷ୬²  = ଶ୬²ା୬ାଶ୬ାଵଷ୬²  = ଶ୬²ାଷ୬ାଵଷ୬²  

      = ଶ୬²ଷ୬² + ଷ୬ଷ୬² + ଵଷ୬² = ଶଷ + ଵ୬ + ଵଷ୬² 	lim୬→ஶ On = 2/3								(lim୬→ஶ ଵ୬ = 0 und lim୬→ஶ ଵଷ୬² = 0) 

Un = (୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)ଷ୬²  = ଶ୬²ି୬ିଶ୬ାଵଷ୬²  = ଶ୬²ିଷ୬ାଵଷ୬²  

      = ଶ୬²ଷ୬² - ଷ୬ଷ୬² + ଵଷ୬² = ଶଷ - ଵ୬ + ଵଷ୬² 														 lim୬→ஶU୬ = 2/3 

 

 Wie zu sehen ist, sind beide Grenzwerte gleich und entsprechen dem Flächeninhalte  
              zwischen der Kurve von f und der x-Achse über dem Intervall I = [0 ; 1]. 

 

 

 

 



 

b)  f(x) = x² + 2 für das Intervall I = [0 ; 1]: 

Breite der Rechtecke: h = ୠିୟ୬  = ଵି଴୬  = 1/n 

Stellen für die Obersumme: 1/n, 2/n, 3/n, …, n/n  (wie bei a)) 

 
On= 1/n∙(f(1/n) + f(2/n) + … + f(n/n)) 

     = 1/n∙((1/n)² + 2 + (2∙1/n)² + 2 +  (3∙1/n)² + 2 + … + (n∙1/n)² +2) 

     = 1/n∙(2+2+ … +2 + (1/n)² + (1/n)²∙2²+ … +(1/n)²∙n²) 

     = 1/n∙(2n + (1/n)² ∙(1+2²+3²+…+n²)) 

     = 2 + (1/n)³∙(1²+2²+…+n²) 

     = 2 + (1/n)³ ∙ ୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺    

     = 2 + (୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺୬²      ((1/n)³ = 1/n³) 

 

Un = 1/n∙(f(0) + f(1/n) + f(2∙1/n) + … + f( (n-1) ∙1/n) ) 

      = 1/n∙(0² + 2 + (1/n)² + 2 + (2∙1/n)² + 2+  … + ((n-1) ∙1/n)² + 2) 

      = 1/n∙(2+2+…+2 + (1/n)² + (1/n)² ∙2²+ (1/n)²∙3²+ … +(1/n)² ∙(n-1)²) 

      = 1/n∙(2n + 1/n2∙(1+2²+3²+…+(n-1)²)) 

      = 2 + (1/n)³∙(1+2²+…+(n-1)²) 

      = 2 + 1/n³ ∙  (୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)଺   = 2 + (୬ିଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺୬²  

Da wir bei 2 a) gezeigt hatten, dass 1²+2²+…+(n-1)² = (୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)଺  

 

Grenzübergang n	→ ∞: 
On = 2 + (୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺୬²  = 2 + ଶ୬²ା୬ାଶ୬ାଵ଺୬²  

      = 2 + ଶ୬²ାଷ୬ାଵ଺୬²  = 2 + ଶ୬²଺୬² + ଷ୬଺୬² + ଵ଺୬² 
      = 2 + 1/3 + ଵଶ୬ + ଵ଺୬² 
      = 7/3 + ଵଶ୬ + ଵ଺୬² 

 

      lim୬→ஶ O୬ = 7/3 



 

 

Un=  2 + (୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)଺୬²  = 2 + ଶ୬²ି୬ିଶ୬ାଵ଺୬²  

      = 2 + ଶ୬²ିଷ୬ାଵ଺୬²  = 2 + ଶ୬²଺୬² - ଷ୬଺୬² + ଵ଺୬² 
      = 2 + 2/6 - ଷ୬଺୬² + ଵ଺୬²    (hier noch ungekürzt) 

      = 7/3 - ଵଶ୬ + ଵ଺୬² 														 lim୬→ஶU୬ = 7/3	
 

2 c)   f(x) = -x² + 4  für das Intervall I = [0 ; 2]: 

 Breite der Rechtecke:  h = ଶି଴୬  = 2/n 

Stellen für Obersumme: 0, 2/n, 2∙2/n, 3∙2/n, …, (n-1) ∙2/n 

On = 2/n∙(f(0) + f(2/n) + f(2∙2/n) + … + f((n-1) ∙2/n)) 

      = 2/n∙(-0² + 4 - (2/n)² + 4 -(2∙2/n)² + 4 - (3∙2/n)²+4		± … - ((n-1)∙2/n)² + 4) 

      = 2/n∙(4 + 4 + 4 + … + 4 - (2/n)² - (2/n)² ∙2² - (2/n)² ∙3² - … - (2/n)² ∙(n-1)²) 

      = 2/n∙(4∙n – (2/n)² ∙(1+2²+…+(n-1)²)) 

      = 2/n ∙ 4n – (2/n) ∙(2/n)² ∙(1+2²+3²+…+(n-1)²) 

      = 8 - (2/n)³ ∙	(୬ିଵ)∙୬∙(ଶ୬ିଵ)଺  

       = 8 - ଼∙୬∙(୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)଺୬³ = 8 - ସ∙(୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)ଷ୬²  

 
Stellen für Untersumme: 2/n, 2∙2/n, 3∙2/n, …, n∙2/n 

Un = 2/n∙ (f(2/n) + f(2∙2/n) + f(3∙2/n) + … + f(n∙2/n)) 

      = 2/n∙(-(2/n)² + 4 -(2∙2/n)²  + 4 - (3∙2/n)² + 4	± … - (n∙2/n)² + 4) 

      = 2/n∙(4+4+4+…+4 - (2/n)² - (2/n)² ∙2² - (2/n)² ∙3² - … - (2/n)² ∙n²) 

      = 2/n∙(4∙n - (2/n)² - (2/n)² ∙2² -(2/n)² ∙3²- … - (2/n)² ∙n²) 

      = 2/n ∙ 4n - 2/n ∙  ((2/n)² + (2/n)² ∙2² + (2/n)² ∙3²+ … +(2/n)² ∙n²) 

      = 8 -  2/n ∙(2/n)2 ∙ (1+2²+3²+…+n²) 

      = 8 - (2/n)³ ∙ ୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺   



      = 8 - ଼∙୬∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)଺୬³  

      = 8 - ସ∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)ଷ୬²  

 
Grenzübergang n	→ ∞: 

 On = 8 - ସ∙(୬ିଵ)∙(ଶ୬ିଵ)ଷ୬²  = 8 - ସ∙(ଶ୬మିଷ୬ାଵ)ଷ୬²  

       = 8 - ଼୬²ିଵଶ୬ାସଷ୬² = 8 - ଼୬²ଷ୬² + ଵଶ୬ଷ୬² - ସଷ୬² 
       = 8 - ଷ଼ + ସ୬ - ସଷ୬² 
 

       =  ଵ଺ଷ  + ସ୬ - ସଷ୬² 
 															 	lim		୬→ஶO୬ = 16/3 

 

Un = 8 - ସ∙(୬ାଵ)∙(ଶ୬ାଵ)ଷ୬² 	 = 8 - ସ∙(ଶ୬²ାଷ୬ାଵ)ଷ୬²  

      = 8 - ଼୬²ାଵଶ୬ାସଷ୬²   

      = 8 - ଼୬²ଷ୬² - ଵଶ୬ଷ୬² - ସଷ୬² 
      = 8 - ଷ଼ - ସ୬ - ସଷ୬² 
      = ଵ଺ଷ  - ସ୬ - ସଷ୬² 

 	 lim୬→ஶU୬ = 16/3 

 

    


