Integralrechnung: Ober- und Untersummen berechnen
1) Gesucht wird der Wert der Obersumme O, und U, (4 Rechtecke) fiir die Funktionen:
a) f(x) =2x? furdasIntervall 1=[0; 1]
b) f(x)=x?+ 2 fir das Intervall 1=[0; 1]
c) f(x)=-x>+4 furdasIntervall1=[0; 2]

d) f(x)=0,1x® fiir das Intervall I = [4; 8]

2) Gesucht werden O, und U, fiir die Funktionen und Intervalle aus 1) a) bis c). Fiir O, und U, soll
auch jeweils der Grenzwert (n = oo) bestimmt werden.

Losungen:

1)a) f(x) =2x? furdas Intervall1=[0; 1]:
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Breite der Rechtecke: h= l% = % =1/4

Stellen fur die Obersumme: 1/4, 2-1/4, 3-1/4, 4-1/4
(Rechter Rand der Intervalle, da die Funktion auf I = [0; 1] streng monoton steigend ist und

somit rechts jeweils der groRere Funktionswert vorliegt.)
0, =1/4-f(1/4) + 1/4- 1(2/4) + 1/4- f(3/4) +1/4- £(4/4)
= 1/4-(f(1/4) + f(2/4) + f(3/4) + f(4/4)) (noch ungekiirzt)

= 1/4-(2-(1/4)% + 2 (1/2)? + 2-(3/4)% + 2-1?) =15/16



Mit dem Taschenrechner kénnte man auch O, = 1/4-Y 5, f(x - 1/4) =1/4- Y 2_, 2 (x- 1/4)?
berechnen (wenn dieser eine Summentaste besitzt).
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Stellen fiir die Untersumme: 0, 1/4, 2/4, 3/4 (ungekirzt, damit das Schema zu sehen ist)
(Linker Rand der Intervalle, da die Funktion auf I =[ 0; 1 ] streng monoton steigend ist und

somit links jeweils der kleinere Funktionswert vorliegt.)

U, = 1/4-(f(0) + f(1/4) + f(2/4) + f(3/4))
=1/4-(2-0%+ 2-(1/4)* + 2- (1/2)* + 2- (3/4)*) = 7/16

Mit dem Taschenrechner und der ZE:D U] Taste:

0,=1/4 ¥3_of(x-1/4)=1/4 ¥3_,2- (x-1/4)?

b) f(x) = x% + 2 fur das Intervall 1= [0 ; 1]:

O.: Grafik zu O,
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0, = 1/4-(f(1/4) + f(2/4) +f(3/4) + f(4/4))

=1/4-((1/8)* + 2+ (1/2)2 + 2+ (3/4)2 + 2+ 1+ 2)



=1/4-(4-2 + (1/4)% + (1/2)? + (3/4)> + 1?) = 79/32
Taschenrechner: O,=1/4- Y4_1((1/4 - x)%+2)
U4:

Ug=1/4-(f(0) + f(1/4) + f(2/4) + f(3/4))

=1/4-(0%+ 2+ (1/4)* + 2+ (1/2)* + 2 + (3/4)* + 2) = 71/32

Taschenrechner: Uy=1/4- ¥3_,((1/4 - x)%+2)

f(x) = -x* + 4 fiur das Intervall 1= [0; 2]:

O.: Grafik zu O,
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Breite der Rechtecke: h = % = ? =1/2

Hier muss flr die Berechnung der Obersumme jeweils der Funktionswert am linken Rand
verwendet werden, denn die Funktion ist auf I = [0; 2] streng monoton fallend.

04= 1/2:(f(0) + f(1/2) + f(2/2) + f(3/2))
=1/2:((-0% + 4) + (-(1/2)* + 4) + (-12 + 4) + (-(3/2)* + 4)) = 25/4

Die zweite Klammer im Inneren wurde zur besseren Ubersicht gesetzt, man hatte auch direkt
1/2-(-0* + 4 -(1/2)®> + 4 -12 + 4 -(3/2)? + 4) schreiben kdnnen.

Mit dem Taschenrechner:  0,=1/2- ¥3_,(—(x* 1/2)%+4)



U4:

Uqa =1/2-(f(1/2) +f(2/2) + f(3/2) + f(4/2))

= 1/2:((-{1/2)7 + 4) + (17 + 4) + ((3/2)7 + 4) + (-2 + 4) ) =17/4

Oder mit dem Taschenrechner:  Uz=1/2- Y (—(x* 1/2)%+4)

d) f(x) = 0,1x3 fur das Intervall I = [4 ; 8]:

Oq: Grafik zu O,
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Breite der Rechtecke: h = % = % =1

0,=1:(f(5) + f(6) + f(7) + f(8))
=0,1-5*+0,1-6+0,1-7°+0,1-8® (0,1 hatten auch ausgeklammert werden kénnen)
=119,6

Taschenrechner: 0,=1- »8_.0,1-(x-1)3 =¥8_.0,1-x3
oderO,=1- Y5-:0,1- (4 +x-1)3

U4:

U, = 1:(f(4) + f(5) + f(6) + (7))
=0,1-4°+0,1-5°+0,1-6°+0,1-7°
=74,8



2) a)

Taschenrechner: Us= Y7_,0,1-x3 oder Us= X»3_,0,1- (x + 4)3

Allgemein gilt:
On=h- 3 _;f(a+h-x)
(bei streng monoton steigender Funktionen auf )

I=[a; b]

f(x) = 2x* fiir das Intervall [ = [0 ; 1]:

Breite der Rechtecke: h = b—;a = %0 =1/n

Stellen fur die Obersumme: 1-1/n, 2-1/n, 3-1/n, ..., n-1/n

0, = 1/n- (f(1/n) + f(2/n) + ... + f(n/n))
=1/n- (2 (1/n)2 + 2 (2/n)2 + ... + 2 (n/n)?)
=1/n- (2 (1/n)2 + 2 (2:1/n)2 + ... + 2+ (n-1/n)?)
=1/n-2-(1/n)?- (1 + 22+ 3%+ ...+n?) da (i-1/n)?=i%(1/n)?
= 2/n3(1422432+...4n?)

Mit der Summenformel 12+22+3%+...+n% = 1/6-n-(n+1) -(2n+1) ergibt sich:

2 n'(n+1)(2n+1)
n? 6

On=

_ n(n+1)(2n+1) _ (n+1):(2n+1)
- 3n? - 3n?

Stellen fur die Untersumme: 0-1/n, 2:1/n, 3-1/n, ..., (n-1)-1/n

U, =1/n:(f(0) + f(1/n) + f(2:1/n) + ... + f((n-1) -1/n))
=1/n+(2:0> + 2-(1/n)® + 2:(2-1/n)® + ... + 2-((n-1) -1/n)?)

=1/n-2:(0% + (1/n)? + (1/n)>2% + (1/n)? -3%2 + ... + (n-1)? «(n-1)?)



=1/n-2:(1/n)? -(0>+1+22+32+...+(n-1)3)
=2/n3(1+2%+3%+...+(n-1)?)

Nun benétigen wir eine Summenformel fir 12+22+...+(n-1)2

Es gilt: 12+22+...+n%= r(n+1)(2nt1)
6

Hier missen wir nur fir ,n“ den Term ,n-1“ einsetzen:

(n—-1)-(n—-1+1)(2:(n—-1)+1)

12+2%+..+(n-1)2 = Z

(n-1)n'(2n-2+1)
6

(n—1)-n-(2n-1)
6

Es folgt mit der Summenformel:

(n-1)n'(2n-1)

— 3.
U,=2/n S

_ (n-1)n-(2n-1) (n—1):(2n—-1)
- 3n3 - 3n?

Wir fihren nun den Grenziibergang n — oo durch:

_ (n+1):(2n+1) _ 2n’+n+2n+1 _ 2n*+3n+1
- 3n? - 3n? T 3n?

On

2n? 3n 1 2 1 1

“3n% 3n® 3n® 3 n 3n?

limy,_,, On = 2/3 (limn_,oo% = 0 und limy_, # =0)

_ (n-1)2n—-1) _ 2n’-n-2n+1 _ 2n*-3n+1

U =
n 3n? 3n? 3n?
~2n* 3n 1 2 1, 1
“3n% 3n? 3n? 3 n 3n?
lim U, = 2/3
n—0oo

Wie zu sehen ist, sind beide Grenzwerte gleich und entsprechen dem Flacheninhalte
zwischen der Kurve von f und der x-Achse tber dem Intervall | = [0 ; 1].



b)

f(x) = x2 + 2 fur das Intervall I = [0 ; 1]:

Breite der Rechtecke: h = ? = %0 =1/n

Stellen fiir die Obersumme: 1/n, 2/n, 3/n, ..., n/n (wie bei a))

On= 1/n-(f(1/n) + f(2/n) + ... + f(n/n))
=1/n-((1/n)2 + 2 + (2:1/n)2 + 2 + (3-1/n)2+ 2 + ... + (n-1/n)? +2)
= 1/n-(242+ .. +2 + (1/n)2 + (1/n)>22+ ... +(1/n)2-n?)
= 1/n-(2n + (1/n)? -(1+22432%+..4n2))
= 2+ (1/n)P-(1%42%+..4+n?)

)3 . n'(n+1)-(2n+1)

=2+ (1/n ”

(n+1)-(2n+1)
6n?

=2+ ((1/n)* =1/nd)

U, =1/n:(f(0) + f(1/n) + f(2:1/n) + ... + f( (n-1) -1/n) )
=1/n-(02+ 2+ (1/n)2+ 2 +(2:1/n)®2 + 2+ ...+ ((n-1) -1/n)?> + 2)
=1/n-(2+2+..42 + (1/n)2 + (1/n)? -2%+ (1/n)?-3%+ ... +(1/n)? -(n-1)?)
=1/n-(2n + 1/n*(1+22432+...+(n-1)?))
=2+ (1/n)3(1+2%+..+(n-1)?)

(n-1)'n-(2n—-1) _ 24+ (n—1)-(2n+1)

_ 3,
=2+1/n S pw

Da wir bei 2 a) gezeigt hatten, dass 12+2%+...+(n-1)? = w

Grenzibergang n — oo:

n+1)-(2n+1 2n%+n+2n+1
On=2+( )(2 ):2+ E
6n 6n
2n%+3n+1 2n?  3n 1
=2+——F—=2+—+—+—
6n 6n 6n 6n

1

1
_2+1/3+£+E

1 1
=7/3+—+—
/ 2n  6n?

lim, e O, = 7/3



n—-1)-(2n-1 2n?—n-2n+1
U= 2+ 82CD 5, -
6n 6n
2n?-3n+1 2n? 3n 1
=2+ z T2t ——-—t—
6n 6n° 6n 6n
3n 1 . ..
=2+2/6-—+— (hier noch ungekirzt)
6n 6n
1 1
=7/3-—+—
/ 2n 6n?
lim U, =7/3
n-oo

f(x) = -x*> + 4 fur das Intervall 1 = [0; 2]:

Breite der Rechtecke: h = ? =2/n

Stellen fir Obersumme: 0, 2/n, 2:2/n, 3-2/n, ..., (n-1) -2/n

Op = 2/n-(F(0) + f(2/n) + f(2:2/n) + ... + f((n-1) -2/n))
=2/n-(-02 + 4 - (2/n)2 + 4-(2:2/n)2 + 4 - (3-2/n)*+4 + ...~ ((n-1)-2/n)2 +4)
=2/n(A+A+4+ . +4-(2/n)?-(2/n)? 22 - (2/n)? 32 - .- (2/n)*-(n-1)?)
= 2/n-(4'n = (2/n)? (1+22+..+(n-1)?))
=2/n - 4n = (2/n) -(2/n)? -(1+22+3%..+(n-1)?)

—a_ 3, (n—-1)n-(2n-1)
=8-(2/n) —

8n'(n-1)(2n-1) 8 4+(n-1)(2n-1)
) 6n® - 3n?

=8

Stellen far Untersumme: 2/n, 2:2/n, 3-2/n, ..., n-2/n

Un = 2/n- (f(2/n) + f(2-2/n) + f(3-2/n) + ... + f(n-2/n))
=2/n:(-(2/n)2 +4-(2:2/n)? +4-(32/n)2+4 + ... - (n-2/n)? + 4)
= 2/n-(4+4+4+..+4 - (2/n)? - (2/n)? -22 - (2/n)? 32 - ... - (2/n)? :n?)
=2/n-(4:n-(2/n)*- (2/n)?-22-(2/n)? 3% ...- (2/n)* -n?)
=2/n-4n-2/n- ((2/n)?+(2/n)? 22 + (2/n)? 3%+ ... +(2/n)? -n?)
=8- 2/n-(2/n)* - (1+2%+3%+...4n?)

—q._ 3, n(n+1)2n+1)
=8-(2/n) ”



} 8-n-(n+1)-(2n+1)

6n?

=8

) 4-(n+1)-(2n+1)
3n?

=8

Grenziibergang n — oo:

_4(m-1)(n-1) _ 8- 4+(2n%-3n+1)
3n? - 3n?

On=8

8n*-12n+4 _ _ 8n®> 12n 4

3n? 3n2  3n? 3n?

16 4 4

3 n 3n?

lim 0, = 16/3

n—-oo

4-(n+1)-(2n+1) -3 4-(2n*+3n+1)
3n? - 3n?

Up=8-

8n%+12n+4
3n?

=8



