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Gebrochenrationale Funktionen

Aufgabe 1

Bestimme den Definitionsbereich der Funktion

f(x) = 1

Losung:

Hier ist der maximale Definitionsbereich nicht R, denn im der Nenner wird fiir x = 1 Null und
man wiirde durch Null teilen. Aus diesem Grund muss man die Nullstellen des Polynoms im
Nenner aus dem Definitionsbereich nehmen: D = R \ {1}. Die so genannte Polstelle der
Funktion ist dann auch x = 1. Hier wird der Nenner gleich Null und der Zéhler nicht. Wenn
Zihler und Nenner an einer Stelle Null werden, dann muss man diese Stelle nédher
untersuchen, denn es konnte sein, dass man hier die Funktion stetig ergdnzen kann und keine
Polstelle vorliegt.

o

Pol|(x =|1)

Diese Funktion hat keine Nullstelle, denn der Zahler ist konstant 1 und kann deshalb nicht
Null werden.



Aufgabe 2
Bestimme Definitionsbereich und Nullstellen der Funktion

X+2
x—-3

f(x) =

Losung:
D =R\ {3} denn Nenner wiirde fiir x = 3 Null werden.
Nullstellen:
x+2=0
Somit ist x = -2 eine Nullstelle, da 2 in D liegt!

Die Funktion im Beispiel hat bei x = 3 eine Polstelle.
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Pol{x=3)
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Aufgabe 3
Bestimme die Asymptotengleichung der folgenden Funktion:

4x

2

M=

Losung:

Hier ist die x-Achse bzw. die Funktion a(x) = 0 die Asymptote, denn

. . x*-4/x . 4/x 0
lim f(x) = lim ———=lim —————=1lim > = =
X oo x 4] o x (1+1/x7) = 1+1/x 1+0
und analog gilt
lim f(x)=0 .
+2

S N R
Asymptote (a(x) = 0)

Die Tatsache, dass die Asymptote hier auf der x-Achse liegt erkennt man auch daran, dass der
Grad des Polynoms im Zéhler (hier gleich 1) kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist
(hier gleich 2).

Aufgabe 4

Bestimme die Asymptotengleichung der folgenden Funktion:

4x*

f(x)=
(x) 2x% —1

Losung:

Hier ist der Grad des Zéhlerpolynoms (gleich 2) gleich dem Grad des Nennerpolynoms (auch
gleich 2), womit die Funktion fiir [x| — oo (d.h. fiir x — o0 und X — -o0) gegen den
Quotienten aus den Faktoren der gro3ten Potenzen von x strebt, hier gegen 4/2 = 2.
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Hier ist also eine parallele zur x-Achse bzw. die Funktion a(x) = 4/2 = 2 die Asymptote, denn

2 2
lim f(x) = lim —%— =lim — % —fim—t =% )
X% o 2x° =1 o x7(2-1/x7) x> 2-1/x" 2-0
und analog gilt
lim f(x)=2 .
15
14
g
Asymptote (a(x) = 2)
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Aufgabe 5

Bestimme die Asymptotengleichung der Funktion:

x2 -6

fx) = X—2

Losung:

Hier bendtigt man eine Polynomdivision zur Bestimmung der Asymptotengleichung, denn das
Zidhlerpolynom hat einen grofleren Grad als das Nennerpolynom. Die Funktion hat dasselbe
Grenzwertverhalten wie der Quotienten aus den groBten Potenzen von x im Zihler und
Nzenner (mit Beriicksichtigung der Faktoren der jeweils grofften Potenzen): Hier also wie
X/X =X.
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(x* -6):(X—2)=x+2-i
X-2
-(x*=2x)
2x- 6
-(2x - 4)
-2 = Rest

Nun ist a(x) = x + 2 die Gleichung der Asymptote, denn - % geht flir x gegen + oo gegen
X_

Null, womit sich der Graph von f immer mehr an den Graph von a annéhert, je grofler der
Betrag von x wird.

Asymptote
(a(x) = x + 2

Aufgabe 6

Besitzt die Funktion

x* —4

f(x)=

x—-2

eine Polstelle oder eine hebbare Definitionslicke?



© www.mathe-total.de

Losung:
Man zerlegt Zihler und Nenner in Linearfaktoren und priift, ob bei der Grenzwertbetrachtung
gekiirzt werden kann:

2 —_— —
f(X)=X 4:(x 2)(x+2)
Xx—2 x—2
Dadurch gilt: 1irr21 f(x) = lin;(x +2)=2+2=4

Somit handelt es sich bei der Stelle x = 2 um keine Polstelle, sondern um eine hebbare
(Definitions-)Liicke.

Man konnte auch die Regel von L’Hospital (falls bereits die Differentialrechung behandelt
wurde) anwenden, die besagt, dass wenn

f(x)= u(x) mit lim u(x) = lim v(x) =0 gegeben ist, dann
V X X—)XO

XX

fim 2 _ i W)
X—)Xo V(X) X—)XO V'(X)

gilt.

2
Also ist im £(x) = lim X% — 1im 2% = 4.
x—>2 x>2 x =2 x->2 ]

Man beachte dabei, dass nicht f abgeleitet wird, sonder getrennt der Zdhler und der Nenner.

Bemerkung zur Untersuchung einer Definitionsliicke:
Nehmen wir als Beispiel die Funktion aus Aufgabe 1 mit

f(x) = L und D=R\ {1}.
x—1

Mochte man eine Definitionsliicke ndher untersuchen, dann ist das Verhalten von f fir x
gegen x;, (wenn xi. die Definitionsliicke ist, im Beispiel ist x; = 1) interessant, wenn man sich
der Definitionsliicke von rechts (d.h. x > x;) oder von links (d.h. x < x;) néhert. Dabei
betrachtet man dann die Grenzwerte:

lim f(x) ynd lim f(x)
X=X X=X
X>Xp X<Xp
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Im Beispiel wiirde man die Grenzwerte

x>1 x<1

betrachten. Einen ersten Eindruck erhdlt man, wenn man die Funktionswerte f(1,1) (also
rechts von der Liicke) und (0,9) (also links von der Liicke) bestimmt. f(1,1) = 10 und
(0,9) = -10. Da es sich hier um Polstellen (der Zahler wird fiir x = 1 nicht Null) handelt und
keine Nullstelle von f fiir 0,9 <x <1und 1 <x < 1,1 vorliegt, gilt:

limf(x) =0 ypq hnll f(x) = —o0

x—1

x>1 x<1
Lsl ]l
T4
T3
T2
T1
I I I o I I I I
4 -1 q 2 3 4 5

Pol/ (x =/1)

Man kann diese Untersuchung auch mit einer Folge durchfiihren, die sich der Liicke von links
oder von rechts ndhert. x, = xp + 1/n konvergiert fiir n gegen oo gegen die Liicke x;, wobei
Xp > xp gilt und x, = x¢ - 1/n konvergiert fiir n gegen oo gegen die Liicke x;, wobei X, < xr
gilt. Damit ist mit x, = xp + 1/n
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lim f(x) =limf(x,)

und mit x, = xp - 1/n gilt

lim f(x) =limf(x,)

Im Beispiel kann man x, = 1 + 1/n wéhlen, womit sich

lim £(x) = lim £(x, ) = lim———— = lim—— = lim n = o0
X—>X| n—m o] 4+1/n—1 n>wo]/n n—m

X>Xp

ergibt und x, = 1 — 1/n, womit sich

lim £(x) = lim £(x, ) = lim———— = lim—— = lim —n = —a0
X—>X| n—m o] —1/n-—1 n>o —1/n n—o

X<Xp

ergibt.

Bei der Funktion

1

A

wiirde sich in beiden Fillen als Grenzwert co ergeben, was man auch an der Vielfachheit der
Nullstelle des Nennerpolynoms erkennt, denn es liegt eine zweifache Nullstelle im Nenner bei
x = 1 vor und der Zahler wird nicht an dieser Stelle (und sogar an keiner Stelle) Null.





